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We research the performance dynamics of multi-channel service system. We consider a mul-

ti-channel system with a finite queue where an incoming order remains with the probability de-
pending on the length of the queue. We apply mathematical methods to solve the problem in 
question in case of variable incoming orders flow. We demonstrate a stationary working mode 
and calculate many probability, natural and time characteristics of the service system in question 
on the basis of stationery state probability. 
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Статья посвящена исследованию динамики функционирования многоканальной 

системы массового обслуживания. Рассматривается многоканальная система обслужи-
вания с конечной очередью, в которой поступающая заявка остается с вероятностью, 
зависящей от длины очереди. Проводится математическое решение данной задачи для 
случая переменного входящего потока заявок. Показано существование стационарного 
режима работы, получены стационарные вероятности состояний, с помощью которых 
рассчитаны многие вероятностные, натуральные и временные характеристики рас-
сматриваемой системы массового обслуживания.  

Ключевые слова: система массового обслуживания; многоканальная система об-
служивания; очередь в системе с нетерпеливыми заявками; длина очереди заявок; пере-
менный входящий поток заявок. 

 

1. Постановка задачи. 
В работе проведен анализ многока-

нальной системы массового обслужива-
ния (далее – СМО) с конечной очередью с 
пуассоновским входным потоком и экс-
поненциальным обслуживанием. Заявки, 
поступающие в систему при занятости 
всех каналов, могут проявить нетерпение 
и отказаться от обслуживания, разрежая 
входящий поток. Заявки, приходящие на 
полностью занятую систему, теряются.  

Пусть интенсивность входящего по-
тока – λ, интенсивность обслуживания – 
μ, в системе n каналов обслуживания и m 

мест ожидания в очереди. Обозначим  
состояния системы, в которой на обслу-
живании и в очереди находятся всего k 
заявок, . При  – бункер 
для ожидающих обслуживания заявок 
пуст, при  в очереди ожидает 
обслуживания e=k-n заявок, . В по-
следнем случае новая заявка пополняет 
очередь с вероятностью , так что вхо-
дящий в систему поток на обслуживание 
имеет интенсивность λ , .  

Естественно считать, что чем больше 
очередь, тем с меньшей вероятностью но-
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вая заявка ее пополняет, так что  убы-
вают с ростом k, но это непринципиально. 

Такая постановка обобщает задачу, рас-
смотренную в [4]. 

 
Граф переходов по состояниям 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Математическая модель 
Так как все интенсивности переходов 

постоянны, то процесс смены состояния 
марковский с непрерывным временем и 
конечным фазовым пространством со-
стояний , [1], [5]. Переход-
ные вероятности на (t,t+ ) в соседнее со-
стояние не зависят от t, имеют порядок , 
в другие порядок -  Запишем 
их. 

 

 
Вероятности не изменить – состояние 

за  равны 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
Выпишем вероятности состояний в 

момент  c учетом возможных пере-
ходов на элементарном промежутке : 

 

 
 

 
 

, 

 

Подставим значения переходных ве-
роятностей и перенесем  в левую часть 
равенств: 

 
 

, 

 
 

 
 

 
Поделим обе части равенств на  и 

перейдем к пределу при  Пределы 
функций в правых частях равенств суще-
ствуют, значит, существуют и пределы 
функций в левых частях равенств. По оп-
ределению они равны соответствующим 
производным. Так получили систему 
дифференциальных уравнений Колмого-
рова, описывающих динамику рассматри-
ваемой СМО:  

 
 

 
 

 
Вероятности  удовлетворяют ус-

ловию нормировки 

 
Процесс перехода по состояниям яв-

ляется Марковским процессом гибели и 
размножения [2]. Так как фазовое про-
странство конечно, то стационарный ре-
жим существует при любых конечных 
значениях параметров.  
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3. Стационарные вероятности 
Система уравнений для стационарных 

вероятностей 

 
Имеет вид 

 
 

 
 

 

 
Решаем систему заменой искомых не-

известных на  на новые . Положим 

 
 

Запишем систему в новых неизвест-
ных: 

, 
,           

=0, 

 
=0, 

или 
, 

 
, 

 
=0. 

Рекуррентно получаем тривиальные 
решения системы 

, 

 
Отсюда имеем для исходных неиз-

вестных  соотношения 

 
 

Положим . Тогда 

 

 
Выразим последнюю вероятностью 

через  

 
где  
Рекуррентно находим вероятности со-

стояний  через начальную вероятность 
: 

 

 
Значение начальной вероятности  

получаем из условия нормировки 

 
Распишем эту сумму на две. Тогда 

 

 
Стационарные вероятности состояний 

системы получены. Для практических 
расчетов удобнее применять рекуррент-
ные формулы. 

 
4. Число обслуженных и потерянных 
заявок 
Стационарные вероятности можно 

трактовать как среднюю долю времени, 
проводимую системой в состоянии за 
время t, когда . Если за единицу вре-
мени принят один час, то в среднем уста-
новившемся режиме в течение часа сис-

тема пребывает в состоянии , время 
 

Найдем среднее число обслуженных 
заявок и заявок потока, нe поступивших 
на обслуживание в течение часа работы 
системы.  

В среднем за час на свободную сис-

тему за время  поступает  заявок. 
Все они будут обслужены. В состоянии 

при занятости k каналов за время  
поступят в систему  заявок. При 

 они все также будут обслужены 

без ожидания в очереди. В состоянии , 
когда все каналы обслуживания заняты, за 

время в очередь на обслуживание по-

ступает уже  заявок потока , нетер-
пеливые отказываются от обслуживания с 
вероятностью . Аналогично заявки, 
застающие систему в состоянии , 

 пополняют очередь с 

интенсивностью . За время  в тече-
ние часа их поступает , и все они бу-
дут обслужены. Всего в среднем система 
обслуживает 

поступив-
ших за час заявок. Не поступают на об-



ЭКОНОМИЧЕСКИЕ НАУКИ И УПРАВЛЕНИЕ 

 

141 

служивание нетерпеливые заявки, их чис-
ло  

 
а также заявки, застающие систему в со-
стоянии полной занятости, их число 

 
Всего в среднем не будет обслужено 

 
заявок, поступивших в систему в течение 
часа. Среднее число всех заявок потока  
за час рав-
но

. 
Объединим средние слагаемые и ис-

пользуем условия нормировки, заменяя  
на . Тогда получим: 

l
kt

k=0

n-1

+ l
kt +

k=n

n+m-1

l
k+mt = l

kt = l kP = l
k=0

n+m

k=0

n+m  – ин-

тенсивность входящего потока заявок. 
 
5. Характеристики системы обслу-
живания [3] 
● Вероятность простоя системы равна 

, система в состоянии  не занята об-
служиванием. 

● Вероятность наличия очереди 
. 

● Вероятность потери заявки при 
полной занятости системы равна . 

● Вероятность потери нетерпеливых 
заявок, отказавшихся от обслуживания, 
есть . 

● Тогда вероятность потери случай-
ной заявки потока  

. 

● Вероятность обслуживания случай-
ной заявки потока  

● Относительная пропускная способ-
ность системы , 

есть вероятность обслуживания воз-

можной заявки потока . 
● Абсолютная пропускная способ-

ность А системы – это среднее число зая-

вок потока , фактически поступающих 
на обслуживание в единицу времени. 

. 

Из них принято без очереди 
1N = l

kt
k=n

n-1

 

заявок, поступило из очереди 
 заявок, так что 

 
● Каждый канал в единицу времени – 

один час – обслуживает в среднем  зая-
вок. Значит, среднее число занятых кана-
лов, обслуживающих эти А заявок, равно: 

.,или  

. 
Среднее число свободных каналов: 

. 

● Нагрузка системы  равна средне-
му числу занятых каналов  

Действительно, в течение часа в сис-
тему фактически поступает на обслужи-
вание и обслуживается в среднем А зая-
вок. Время обслуживания одной заявки в 

среднем равно . Тогда A есть среднее 

число заявок, поступивших на обслужи-
вание за время обслуживания одной заяв-

ки, то есть нагрузка системы . Из 
и  получаем . 

Коэффициент использования канала 
n  есть доля занятости одного канала.  

 
При  коэффициент использова-

ния канала полагают равным единице 
. В нашем случае , так как 

. 
● Пусть e – случайная длина очереди. 

Ясно, что e=k-n, . Средняя длина 
очереди равна: 

 
 
● Заявка пребывает в системе либо на 

канале обслуживания, либо в очереди. Зна-
чит, среднее число заявок в системе есть: 

 
● Обозначив через Т среднее время 

пребывания случайной заявки в системе, 
W – среднее время ожидания обслужива-
ния, по формуле Литтла  
имеем: 

 – среднее время пребывания, 

 – среднее время ожидания об-

служивания.  



ЖУРНАЛ ПРАВОВЫХ И ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 

 

142 

● Тогда среднее время пребывания 
обслуживания случайной заявки рав-
но 

 
Основные характеристики работы 

системы массового обслуживания с не-
терпеливыми заявками рассчитаны. 

Назначая цену за обслуженную заяв-
ку, штраф – за потерянную, можно рас-
считывать экономические показатели та-
кой системы.  

В качестве примера рассмотрим двух-
канальную систему с тремя местами ожи-
дания, на которую поступает в среднем 18 
заявок в час, обслуживание заявки на ка-
нале длится в среднем 6 минут. Заявки 
занимают места ожидания в зависимости 
от длины очереди и отказываются от об-
служивания. При занятости всех мест 
ожидания запишем параметры системы:  

 
Тогда  

Стационарные вероятности равны: 
 – система свободна, 

 – работает только 
один из каналов, очереди нет, 

 – работают оба кана-

ла, очереди нет, 
 – работают оба ка-

нала, ожидает обслуживание одна заявка, 
 – работают оба ка-

нала, в очереди две заявки, 
 – заняты оба канала 

и все три места ожидания.  

 
Время, проводимое системой в тече-

ние часа в состоянии , есть ; 
 Таким образом, в течение часа 

в среднем оба канала свободны 
 занят один из ка-

налов  
 заняты оба 

канала, очереди нет,  
, в очереди 

ожидает одна заявка 
 в очереди две 

заявки  

 система за-
нята полностью  

 
Оба канала заняты в среднем 

и , в системе 

есть очередь. При этом  заявок, по-
ступивших в течение часа, обслуживают-
ся сразу по наступлении 

 заявок; 
поступили на обслуживание из очере-

ди  заявок; 
не остались на свободных местах ожида-
ния и отказались от обслуживания: 

 заявок; 
застали занятыми все три места ожи-

дания и ушли необслуженными: 
 заявок. 

Соответствующие вероятности равны: 
 – вероятность потери за-

явки при полной занятости системы, 
 – ве-

роятность потери нетерпеливой заявки, 
 – вероятность потери 

случайной заявки, 
 – вероятность 

обслуживания заявки.  
– от-

носительная и абсолютная пропускная 
способность системы. 

 
– среднее число занятых и свободных ка-
налов.  

 – нагрузка системы. 
 – коэффициент исполь-

зования канала. 
 – средняя длина 

очереди. 
 – среднее число 

заявок в системе. 
– среднее время 

пребывания заявки в системе. 
 – среднее 

время ожидания обслуживания.  
 – 

среднее время обслуживания заявки в 
системе с учетом необслуженных заявок. 
Оно, естественно, меньше шести минут 
«чистого» обслуживания на канале. 
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